Wstep. Liczby naturalne (wiecej w: W. Guzicki, P. Zakrzewski,
Wyklady ze wstepu do matematyki i ksiazce J. Cichonia)

Liczby naturalne mozemy wprowadzi¢ aksjomatycznie: (Peano) Liczby natu-
ralne to zbiér N z wyréznionym elementem 0 nazywanym zerem oraz funkcja
S: N — N nazywana funkcjg nastepnika o nastepujacych wtasnosciach:

1. ApenS(n) #0.

2. S jest réznowartosciowa.

3. (zasada indukcji zupelnej (Z1Z)) Jesli A C Noraz 0 € A, \,,c4S(n) €
A, to A=N.

Warto$é S(n) nazywamy nastepnikiem liczby n i oznaczamy n' (n’ to to
samo co n + 1, ale dodoawania jeszcze nie okreélilismy!). Liczby 0/, 0”7, 0",
0" oznaczamy jak zwykle 1, 2, 3, 4.

TWIERDZENIE 1 (O DEFINIOWANIU PRZEZ INDUKCJE) Niech bedzie dany nie-
pusty zbidr A oraz niech bedzie dany element ag zbioru A. Niech ¢ : A — A.
Wowczas istnieje jedyna funkcja f: N — A o nastepujgcych wiasnosciach:

(@) £(0) = ao;
(B) Anen f(n') = o(f(n)).

Zamiast dowodzi¢ tego twierdzenia, zobaczmy jak ono dziala. Kolejne war-
tosci funkeji f, to a1 = f(1) = p(ao), a2 = f(2) = ¢(f(1)) = ¢(p(ao)),
as = o(f(2)) = o(p(e(ap))),.... O ciagu f méwimy, ze jest zdefiniowany
indukcyjnie wzglednie, ze jest ciagiem rekurencyjnym. Ciggiem takim jest
np. (2" : n € N), bo moze mozemy go okresli¢ przyjmujac: A = N\ {0},
ap = 1 oraz ¢(n) = 2n.

Za pomoca przytoczonego twierdzenia mozemy okresli¢ porzadek w N.
Niech tym razem A = N, ¢ = S (funkcja nastepnika) i niech ay bedzie
dowolna liczba naturalna k. OkreSlmy f = fi jak w twierdzeniu: fx(0) =
ap =k, fr(n') = S(fr(n)). (To znaczy, nasza intencja jest, by fr(n) = n+k,
jednak wszystko chcemy wprowadzi¢ idac jedynie od zdefiniowanych pojeé,
a dodawania liczb naturalnych jeszcze nie okredliliSmy.) Relacje porzadku <
w N definiujemy tak: dla kazdej pary liczb naturalnych (p, q) przyjmujemy:

p < q < p = qlub g jest wartoscig funkcji fp.

Mozna sprawdzié, ze < jest rzeczywiscie relacja porzadku liniowego na N.



TWIERDZENIE 2 < na N jest porzqgdkiem dobrym.

Dowod. Wezmy dowolny podzbiér B C N. Musimy wykazaé, ze jesli jest
on niepusty, to ma element najmniejszy. Jedli 0 € B, to 0 jest szukanym
elementem jako, ze w $wietle definicji < jest najmniejszym elementem w
N. Przypusémy, ze 0 ¢ B. Okres$lmy zbiér A C N nastepujaco: A = {n €
N Arcn k & B}. Oczywicie 0 € A. Gdyby dla kazdego n € A takze n’ € A.
To w $wietle ZIZ A = N, co nie jest mozliwe , bo A i B sg rozlaczne a B
jest niepusty. Istnieje wiec n € A, ze n’ € A, wtedy jednak n’ € B i n’ jest
szukanym najmniejszym elementem zbioru B. 0.

Twierdzenie o definiowaniu przez indukcje jest najprostszym z calego
szeregu takich twierdzen i daleko niewystarczajacym do wszystkich zasto-
sowan. Zamiast formutowaé inne twierdzenia tego rodzaju przytocze kilka
przyktadéw.

PRzYKLAD 1 (Indukcyjne okreslenie dodawania liczb naturalnych) Doda-
wanie okreslamy za pomoca nastepujacych regul:

(A) /\ n+0=mn;
neN

(B) /\ n+m' = (n+m)
n,meN
Nalezy to rozumie¢ w ten sposéb, ze istnieje jedyna funkcja F': Nx N — N|
ze
/\ F(n,0) =nAF(n,m') = F(n,m)’".
n,meN

Istnienie wymaga troche pracy i nie bedziemy sie nim zajmowac. Jedynosé
jest tatwa. Przypu$émy, ze mamy jeszcze jedng funkcje G spelniajaca po-
wyzszy warunek. Dla m € N okre§lmy zbiér X,, = {n € N: F(n,m) =
G(n,m)}. Zauwazmy, ze wobec tego iz F(n,0) = n = G(n,0), Xo = N.
Niech A = {m € N : X,,, = N}. Element 0 nalezy wiec do A. Przypusémy,
ze m € A, to znaczy, ze X,, = N i stad dla kazdego n, F(n,m) = G(n,m).
Stad z kolei dla kazdego n mamy F(n,m)’ = G(n,m)’. Jednak wtedy wobec
definicji funkeji F' i G, F(n,m’) = G(n,m') dla kazdego n, co oznacza, ze
X, = N lub réwnowaznie m’ € A. Wobec ZIZ, A = N , a to oczywiscie
oznacza, ze F' = G. O

PRzZYKLAD 2 (ciag Fibonacciego) Okreslmy ciag (a,: n € N) przyjmujac
ag = 1, a; = 1 oraz okreslajac kolejne jego wyrazy za pomoca regutly reku-
rencyjnej:

/\ (p+2 = Apt1 + an  (rOWnowaznie: a,rn = an + ay).
n



Obliczmy kolejne wyrazy ciagu: as = a1+ag =14+1=2,a3 =as+a; =2+
1=3,a4=a3+az=05,a5 =8, a6 =13,..., azx = 3524578, az3 = 5702887,
asq = 9227465, ass = 14930352. Ile wynosi a3;? Wykaz, ze a, < 2", dla
n 2= 1.

Zauwazmy, ze regula okreslajaca kolejny wyraz ciagu Fibonacciego zalezy od
dwu wyrazéw poprzedzajacych. Oczywiscie cigg moze by¢ okreslony reguts
wedlug ktorej, kolejny wyraz zalezy od k poprzedzajacych. Wtedy pierw-
szych k wyrazéw ciagu musi byé¢ zadanych.

PrzYkrAD 3 (ciagi Collatza) Niech ¢y oznacza dowolna niezerowa liczbe
naturalna. Kolejne wyrazy ciagu okreslamy za pomoca rekurencji:

Cnil = %, jesli ¢, jest parzysta
n+1 3¢, + 1, jesli ¢, jest nieparzysta.

Hipoteza postawiona przez Collatza glosi, ze kazy ciag (¢,: n € N) musi
mieé¢ 1 posréd swoich wartosci. Np. jedli przyjaé ¢g = 15, to c17 = 1. Wiece]j
na ten temat zawiera hasto Problem Collatza w wikipedii.

717 ma wiele réwnowaznych sformutowan, jedno z nich nosi nazwe zasady
indukcji matematycznej (ZIM):

Dano ciag zdan (¢,: n € N) jedli wiemy, ze o jest zdaniem prawdziwym
oraz dla kazdego n € N prawdziwe jest zdanie ¢, = @p+1, to wszystkie
zdania sg prawdziwe.



